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Résumé
Soient K un corps de caractéristique quelconque, K une clôture algébrique de K et P un polynôme
non constant de n  2 variables, à coefficients dans K . Pour λ ∈ K , on note n(λ) le nombre de
facteurs irréductibles distincts fλ,i d’une décomposition de P − λ sur K . Nous montrons l’énoncé
suivant, qui généralise des résultats de Stein (1989) et Lorenzini (1993) : si le polynôme P est non
composé sur K alors
∑
λ (n(λ) − 1) est au plus égal à minλ{
∑
i deg(fλ,i )} − 1.
 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.
Abstract
Let K be a field of an arbitrary characteristic, K an algebraic closure of K and P a nonconstant
polynomial of n  2 variables, with coefficients in K . For λ ∈ K , denote the number of distinct
irreducible factors fλ,i in a factorization of P −λ over K by n(λ). We show the following statement,
which generalizes previous results of Stein (1989) and Lorenzini (1993): if P is noncomposite over
K then
∑
λ (n(λ) − 1) is at most equal to minλ{
∑
i deg(fλ,i )} − 1.
 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.
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Dans toute la suite K désigne un corps commutatif de caractéristique quelconque,
K une clôture algébrique de K et X = (X1, . . . ,Xn) (n  2) des indéterminées algébri-
quement indépendantes sur K .
Étant donné un polynôme non constant P(X) ∈ K[X], le spectre de P est le sous-
ensemble de K
σ(P ) = {λ ∈ K: P(X) − λ est réductible sur K}.
Si P est un polynôme composé sur K , c’est-à-dire, s’il existe deux polynômes R(T ) ∈
K[T ] avec deg(R) 2 et Q(X) ∈ K[X] tels que P(X) = R(Q(X)), alors le spectre σ(P )
est un sous-ensemble infini de K (en fait σ(P ) = K). D’après un théorème de Bertini
[5, Chapter 3, §3, Corollary 1], la réciproque est vraie.
Pour tout élément λ ∈ K, on écrit P − λ =∏n(λ)i=1 fλ,ikλ,i une décomposition du poly-
nôme P −λ en facteurs irréductibles fλ,i ∈ K[X]. Comme dans [7], on définit les nombres
suivants :
{
ρλ(P ) = n(λ)− 1 (λ ∈ K),
ρ(P ) =∑λ∈K ρλ(P ).
Nous appelons inégalité de Stein l’inégalité
ρ(P ) < deg(P ).
Sous l’hypothèse “P non composé sur K”, l’inégalité a été établie en caractéristique 0 par
Stein [7] en 1989 pour le cas n = 2 et pour n 2 par Cygan [1] en 1992. Tous deux font des
hypothèses sur le corps : algébriquement clos, non dénombrable, K =C, etc. Un peu plus
tard, en 1993, Vistoli [8] donne une preuve pour n 2 et K un corps de caractéristique 0
arbitraire.1
Le résultat a été étendu à la caractéristique quelconque par Lorenzini [3] en 1993 mais
seulement pour n = 2. Il a d’autre part amélioré l’inégalité prouvant que
ρ(P ) min
λ∈σ(P )
{
n(λ)∑
i=1
deg(fλ,i)
}
− 1.
Le but de cet article est de démontrer cette meilleure inégalité dans le cas général d’un
corps de caractéristique quelconque et pour un nombre arbitraire n  2 de variables. De
façon plus précise, on va montrer le théorème suivant :
1 On a également expliqué en [4, §2.1] comment déduire le résultat pour un corps de caractéristique 0 arbitraire
à partir du cas K =C.
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ρ(P ) min
λ∈σ(P )
{
n(λ)∑
i=1
deg(fλ,i)
}
− 1.
Nous démontrons ce résultat par réduction au cas n = 2. Dans le cas particulier de
l’inégalité de Stein en caractéristique 0, nos arguments fournissent une nouvelle preuve
des résultats de Cygan et Vistoli.
A l’origine, notre motivation était d’étendre à la caractéristique quelconque le théo-
rème 1 de [4] selon lequel on peut toujours construire un polynôme de spectre σ(P ) et de
degrés de réductibilité ρλ(P ) fixés à l’avance ; ce résultat, qui utilise l’inégalité de Stein,
est établi dans [4] en caractéristique 0. Nous pouvons maintenant énoncer la forme suivante
de ce résultat.
Théorème 2. Soient K un corps infini et X = (X1, . . . ,Xn) avec n 2. Étant donnés
– un entier s  1 et un ensemble {a1, . . . , as} d’éléments distincts de K ,
– des entiers ρ1, . . . , ρs positifs non nuls,
– une forme linéaire (X) = α1X1 + · · · + αnXn non nulle et une famille {αi,k | i =
1, . . . , s, k = 1, . . . , ρi} d’éléments 2 à 2 distincts de K ,
alors il existe un polynôme P(X) dans K[X] non composé tel que
• σ(P ) = {a1, . . . , as},
• ρai (P ) = ρi , i = 1, . . . , s,
• ∏ρik=1((X) + αi,k) divise P(X) − ai , i = 1, . . . , s,
• deg(P ) =∑si=1 ρi + 1.
Noter que la condition sur deg(P ) correspond au cas d’égalité de l’inégalité de Stein.
Preuve. On reprend la méthode de [4]. L’énoncé y est obtenu en caractéristique 0 en com-
binant le théorème 2 (de [4]) et l’inégalité de Stein (voir dans [4] la “Preuve du théorème 1
à partir du théorème 2”). Avec le théorème 1 de ce nouvel article, on dispose maintenant
d’une version générale de l’inégalité de Stein. Quant au théorème 2 de [4], la preuve don-
née dans [4] marche aussi pour des corps K infinis de caractéristique > 0. 
L’énoncé du théorème 2 ci-dessus est plausible pour un corps K fini (auquel cas s 
card(K)) : nous n’avons pas de contre-exemple. Si K est fini, on peut, par application
du résultat au corps infini K obtenir un polynôme P ∈ K[X] satisfaisant les conclusions
voulues. Mais il n’est pas clair qu’on puisse choisir P ∈ K[X]. C’est de l’application du
[4, théorème 2] que provient la restriction à “K infini”. Elle est principalement utilisée dans
la proposition [4, p. 173] qui donne explicitement des éléments d’une partie hilbertienne
de K(X). Il demeure vrai que le corps K(X) est hilbertien pour K fini mais on ne dispose
pas dans ce cas d’une forme aussi précise de ce résultat que pour un corps infini.
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L’idée de départ de la preuve du théorème 1 est de considérer un polynôme P(X) ∈
K[X] comme un polynôme en n − 1 variables en le voyant dans K(X1)[X2, . . . ,Xn].
Un polynôme P(X) ∈ K[X] absolument irréductible (i.e., irréductible sur K) en général
n’est pas irréductible dans K(X1)[X2, . . . ,Xn] : le polynôme Z2 − XY 2 est irréductible
dans K[X,Y,Z], mais il est réductible dans K(X)[Y,Z], par exemple. Cependant, après
changement de variable X → T = X + Y, on a P(T − Y,Y,Z) = Z2 + Y 3 − T Y 2 qui
est irréductible dans K(T )[Y,Z]. En général, on a l’énoncé ci-dessous (proposition 1).
On utilise la notation suivante : pour P(X) ∈ K[X] et A = (aij ) ∈ Mn×n(K) une matrice
carrée d’ordre n, on note
PA(X) = P(A.X) = P
(
n∑
j=1
a1jXj , . . . ,
n∑
j=1
anjXj
)
.
Proposition 1. Soient K un corps infini, h  1, n  3 des entiers et P1, . . . ,Ph ∈ K[X]
des polynômes absolument irréductibles. Alors il existe une matrice B ∈ GLn(K) telle que
pour tout  = 1, . . . , h :
(a) le polynôme P(B.X) est irréductible dans K(X1)[X2, . . . ,Xn],
(b) le degré du polynôme P(B.X) en (X2, . . . ,Xn) est égal au degré de P, i.e.,
deg(X2,...,Xn)(P(B.X)) = degX(P).
Ce résultat est démontré dans [6, Chapter 5, Theorem 3D] pour un seul polynôme.
Mais en modifiant légèrement la preuve dans [6], on peut obtenir la version avec plusieurs
polynômes.2 Pour le confort du lecteur, nous donnons ci-dessous une preuve directe de la
proposition 1. L’outil principal est l’énoncé suivant :
Proposition 2. Soit Q(X) ∈ K[X] un polynôme absolument irréductible. On suppose que
∂Q/∂X1 = 0. Alors il existe un sous-ensemble fini C de K tel que pour tout t ∈ K \ C,
le polynôme Q(Z + tX2,X2, . . . ,Xn) est irréductible dans K(Z)[X2, . . . ,Xn].
Preuve. Cet énoncé est une traduction polynomiale de la [2, Proposition 9.31]. L’ir-
réductibilité du polynôme Q(X) dans K[X] correspond à la régularité de l’extension
F := frac(K[X]/Q(X)) de K . En appliquant la [2, Proposition 9.31] à la dérivation
D = ∂/∂X2 de K[X2, . . . ,Xn], qui grâce à l’hypothèse ∂Q/∂X1 = 0 s’étend à F, on
2 Plus précisément, il suffit de montrer que le lemme 3F dans [6] est vrai pour tout c ∈ K sauf un nombre
fini (et pas seulement pour un certain c ∈ K). Pour cela, on garde les notations utilisées dans la preuve du le
lemme 3F [6]. De plus, pour c ∈ K, on note K(c) = [K(X1(c))]0(X2, . . . ,Xm) et Pc la propriété : il existe c˜ ∈ K
différent de c tel que K(c) = K(c˜). La preuve donnée dans [6] montre en fait que la conclusion du le lemme 3F
[6] est vraie pour tout c satisfaisant la propriété Pc. Soit H l’ensemble des éléments c ∈ K qui ne vérifient pas
la propriété Pc : si c ∈ H, alors K(c) = K(c˜) pour tout c˜ = c, c’est-à-dire, le corps K(c) est représenté sous cette
forme uniquement par c. Or, ce corps est l’un des corps intermédiaires entre K(X1, . . . ,Xm) et L, lesquels sont
en nombre fini. Cela entraî ne que H est fini et pour tout c ∈ K \H, la propriété Pc est vérifiée.
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extension régulière de K(X1 − tX2), ce qui en posant Z = X1 − tX2 équivaut à dire que
le polynôme Q(Z + tX2,X2, . . . ,Xn) est irréductible dans K(Z)[X2, . . . ,Xn]. 
Preuve de la proposition 1. Dans une première étape, on construit une matrice inversible
A telle que chacun des polynômes P(A.X) ait toutes ses dérivées partielles non nulles.
Ensuite, on appliquera la proposition 2 aux polynômes P(A.X).
On se donne n 3 un entier et P1, . . . ,Ph ∈ K[X] des polynômes irréductibles sur K .
Pour A = (aij ) ∈ Mn×n(K) une matrice carrée d’ordre n non nulle et pour P = Pl, on a
pour i = 1, . . . , n,
∂PA(X)
∂Xi
= a1i ∂P
∂X1
(A.X) + · · · + ani ∂P
∂Xn
(A.X).
On considère le sous-espace vectoriel de Mn×n(K) :
Mi,P :=
{
A ∈ Mn×n(K): a1i ∂P
∂X1
(X) + · · · + ani ∂P
∂Xn
(X) = 0
}
.
L’ensemble Mi,P est différent de Mn×n(K). En effet, il existe j = j (P ) ∈ {1, . . . , n} tel
que ∂P (X)/∂Xj = 0 : sinon, en caractéristique nulle, le polynôme P serait constant, et,
en caractéristique p > 0, on aurait P = P(Xp1 , . . . ,Xpn ) ∈ (K[X])p. Si i = j, la matrice
identité In n’est pas dans Mi,P . Si i = j, en prenant la matrice A de Mn×n(K) telle que
PA(X) = P(X1, . . . ,Xj−1,Xj + aXi,Xj+1, . . . ,Xn)
on a
∂PA(X)
∂Xi
= ∂P
∂Xi
(A.X) + a ∂P
∂Xj
(A.X) = 0
pour tout a ∈ K sauf peut-être pour une valeur au plus.
Les sous-espaces Mi,P (i = 1, . . . , n et P = P1, . . . ,Ph), sont des fermés de Zariski de
Mn×n(K) ainsi que Mn×n(K) \ GLn(K). Comme le corps K est infini, Mn×n(K) n’en
est pas la réunion.3 En conclusion il existe A ∈ GLn(K) telle que pour P = P1, . . . ,Ph et
i = 1, . . . , n, on a a1i ∂P∂X1 (X) + · · · + ani ∂P∂Xn (X) = 0 et par conséquent
a1i
∂P
∂X1
(A.X) + · · · + ani ∂P
∂Xn
(A.X) = 0,
c’est-à-dire ∂PA(X)/∂Xi = 0.
3 Sinon, Mn×n(K) serait réunion finie d’hypersurfaces et il existerait un polynôme à n2 variables et à coeffi-
cients dans K, non nul et dont les valeurs en tout point de Kn2 sont toutes nulles.
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première étape. D’après la proposition 2, il existe un sous-ensemble fini C de K tel que si
t ∈ K \ C, chacun des polynômes
P
(
A.(X1 + tX2,X2, . . . ,Xn)
)
est irréductible dans K(X1)[X2, . . . ,Xn].
De plus, quitte à grossir un peu l’ensemble fini C, on peut supposer que ce polynôme est
aussi de degré en (X2, . . . ,Xn) égal à degX(P). En effet, on a degX P(A.X) = degX(P).
Écrivons
P(A.X) = P,d(X) + P,d−1(X) + · · · ,
où les P,k sont des polynômes homogènes, avec degX(P,k) = k pour k = 0, . . . , d =
degX(P). Les polynômes P,k(X1 + tX2,X2, . . . ,Xn) pour t ∈ K et k < d sont de degré
en (X2, . . . ,Xn) strictement inférieur à d ; et pour tout t sauf un nombre fini, on a
deg(X2,...,Xn) P,d(X1 + tX2,X2, . . . ,Xn) = d
(voir que si Q(X) est homogène de degré d, alors Q(tX2,X2, . . . ,Xn) (comme polynôme
en (X2, . . . ,Xn)) l’est aussi pour tout t ∈ K sauf un nombre fini).
La conclusion annoncée est satisfaite pour la matrice
B = A.


1 t 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 1

 (t /∈ C). 
3. Preuve du théorème 1
Ici, le corps K est arbitraire et X = (X1, . . . ,Xn), avec n 2.
Le cas n = 2 a été démontré par Lorenzini [3, Corollary 1].
Supposons n  3. Soit P(X) un polynôme non composé sur K. Soit λ0 ∈ K \ σ(P ),
c’est-à-dire, le polynôme P(X)− λ0 est irréductible dans K[X]. De plus pour tout λ dans
σ(P ), on écrit
P(X) − λ =
n(λ)∏
j=1
fλ,j (X)
kλ,j (∗)
une décomposition de P(X) − λ en facteurs irréductibles fλ,j ∈ K[X]. D’après la pro-
position 1 (appliquée au corps infini K), il existe une matrice B ∈ GLn(K) telle que les
polynômes P(B.X) − λ0 et fλ,j (B.X) sont irréductibles dans K(X1)[X2, . . . ,Xn] et de
degré en (X2, . . . ,Xn) égal à degX(P (X)−λ0) et degX(fλ,j (X)) respectivement pour tout
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K(X1), ce qui entraî ne que P(B.X) lui-même est non composé sur K(X1). Ici et dans
la suite, le polynôme P(B.X) ainsi que les polynômes fλ,j (B.X) sont considérés comme
polynômes en (X2, . . . ,Xn) (tandis que P et les fλ,j le sont comme polynômes en X).
En substituant B.X à X dans (∗), on obtient
P(B.X) − λ =
n(λ)∏
j=1
fλ,j (B.X)
kλ,j ,
ce qui entraî ne que σ(P ) (sous-ensemble de K) est contenu dans σ(P (B.X)) (sous-
ensemble de K(X1)). De plus du fait que la matrice B est inversible, les facteurs fλ,j (B.X)
sont distincts si les fλ,j (X) le sont. Par conséquent, pour λ ∈ σ(P ), les deux polynômes
P −λ et P(B.X)−λ ont le même nombre n(λ) de facteurs irréductibles dans K[X] et dans
K(X1)[X2, . . . ,Xn] respectivement. Cela montre en particulier que ρ(P ) ρ(P (B.X)).
Cette réduction va nous permettre de montrer le théorème 1 par récurrence sur n. En
effet, si on suppose que la conclusion du théorème 1 est satisfaite pour un polynôme de
(n − 1) variables, alors on a
ρ
(
P(B.X)
)
 min
λ∈σ(P (B.X))
{
n(λ)∑
j=1
deg(X2,...,Xn)(Φλ,j )
}
− 1,
où les Φλ,j sont les facteurs irréductibles de P(B.X) − λ dans K(X1)[X2, . . . ,Xn]. Pour
λ ∈ σ(P ), les Φλ,j correspondent aux fλ,j (B.X). On déduit les inégalités
ρ(P ) ρ
(
P(B.X)
)
 min
λ∈σ(P )
{
n(λ)∑
j=1
deg(X2,...,Xn)
(
fλ,j (B.X)
)}− 1
dont le terme de droite est égal à minλ∈σ(P ){∑n(λ)j=1 degX(fλ,j )} − 1. 
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